Fisica y Mecéanica de las Construcciones ETS Arquitectura/ Curso 2008-09

a) AMPLIACION DE MECANICA DEL SOLIDO
2. REVISION DE CONCEPTOS DE MECANICA DEL SOLIDO RIiGIDO
2.1. Tensor de inercia

Cuando se aborda el estudio de la Mecanica del sélido se tiene que cuenta que su respuesta
cuando son sometidos a acciones o fuerzas externas, no depende s6lo de su masa y de su volumen, sino
también de su forma esto es, de cdmo esta distribuida espacialmente su masa. Por ejemplo, la flexion que
experimenta una viga, dependera de su longitud y de la forma de su seccion: dos vigas del mismo material
e igual volumen se comportaran de modo diferente ante fuerzas idénticas.

La Geometria de Masas se ocupa del calculo y definicién de aquellos parametros que
dependiendo de la distribucién espacial de la masa, son importantes y permiten describir de una manera
sencilla el comportamiento mecanico de los sélidos. Uno de estos parametros es el momento de inercia.

a) Momento de inercia:

Dado un sistema de puntos materiales, se llama momento de inercia del sistema respecto a un
plano, eje o un punto a la suma de los productos obtenidos multiplicando la masa m de cada punto
material por los cuadrados de sus distancias al plano, al eje o al punto respectivamente. Si
My, My, My, m,, son las masas de los n puntos del sistema, y 1,1y, I5.......... I, SOn sus respectivas

distancias al plano, al eje o al punto, la expresion del correspondiente momento de inercia es:
n
|=mlr12+m2r22+m2r22+ ....... +mnrﬂ2:zm|r2|
=1

Si X, Y, z son las coordenadas de un punto material de masa m respecto a un sistema de referencia

cartesiano:

los momentos respecto a los tres planos coordenados YZ, ZX y XY son respectivamente:

n n n
2. 2. 2
Il(yz):zmiXh IZ(ZX):Zmiyi, |3(XY):ZmiZi
i1 i-1 i-1
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Los momentos de inercia respecto a los ejes X, Yy Z:

I'x =Zn:mi(y2i+22i)i ly =Zn:mi(22i+xzi); ¥ :Zn:mi(xziwzi)
i1

i=1 i=1

Por Gltimo, el momento de inercia respecto al origen de coordenadas es:

n
lo = zmi oG+yi+z?)

i=1
De las expresiones anteriores se deducen las propiedades siguientes:

o0 El momento de inercia respecto a un eje es igual a la suma de los momentos de inercia
respecto a dos planos perpendiculares y cuya interseccion es dicho eje:

n n n
2,2 2 2
I :Zmi(yi+zi)zzmiyi+zmizi: Izx +1xy
i1 i-1 i-1

o0 El momento de inercia respecto a un punto es igual a la suma de los momentos de inercia
respecto a tres planos perpendiculares entre si que pasan por el punto:

n n n n
2 2 2 2 2 2
IO :zmi(xi+yi+zi):zmixi-‘rzmiyi-‘rzmizi: IYZ +IZX +IXY
i1 i=1 i=1 =

Y por la propiedad anterior es igual a la semisuma de los tres ejes ortogonales correspondientes:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Si el cuerpo esta compuesto de un gran nimero de particulas, muy compacto, podemos suponer
que tiene una estructura continua. Para calcular el momento de inercia de una estructura continua se
divide el cuerpo en elementos de dimensiones infinitamente pequefias, cada uno de los cuales tiene una
masa tan pequefia como dm y se puede considerar como una particula. Se aplican las expresiones
anteriores, pero las sumas, en este caso, de infinitos términos, se convierten en integrales:

_[,2
I\.[rdm

Los momentos de inercia de un cuerpo continuo respecto a los planos coordenados:
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Ilzszdm; IZ:J-yde; Igz.[zzdm
\ \ \
Respecto a los ejes coordenados:

Iy :I(y2+zz)dm; IY:I(x2+zz)dm; IZ:.[(x2+y2)dm
\% \% \%

y respecto al origen de coordenadas:

lo :J-(x2 +y%+2%)dm
\%

Dependiendo de la geometria del sistema cuyo momento de inercia estamos calculando las
integrales anteriores se pueden escribir en funcion de las densidades masicas de la siguiente manera:

a) La masa M esta distribuida uniformemente en un volumen V y dV es el volumen asociado a
un elemento infinitesimal de masa dm (por ejemplo, en el caso de una esfera):

Densidad volumétrica de masa: p =cte = % = j_\n/] =dm=p-dVv

I :J-rzdmzj.rz(pdv)

\

b) La masa M esta distribuida uniformemente en un superficie Sy dS es la superficie asociada a
un elemento infinitesimal de masa dm (por ejemplo, en el caso de un circulo):

Densidad superficial de masa: o =cte = M_ dm = dm=0¢-dS

ds

I :jrzdm:_[rz(ods)

w

c) La masa M esta distribuida uniformemente en una longitud L y dL es la longitud asociada a
un elemento infinitesimal de masa dm (por ejemplo, en el caso de una varilla):

Densidad lineal de masa: A =cte :MT =Z—T =dm=A-dL

I =Jr2dm=.[r2(/1dL)

b) Teorema de Steiner:

Si se conoce el momento de un sistema o s6lido respecto a un eje que pasa por su centro de
masas, se puede determinar el momento de inercia del sistema respecto a un eje cualquiera paralelo al
primero mediante el teorema de Steiner:
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“El momento de inercia respecto a un eje es igual al momento de inercia respecto a un eje
paralelo que pasa por el centro de masas, més el producto de la masa por el cuadrado de la distancia
gue separa dichos ejes”

Matematicamente el teorema de Steiner se expresa:
_ 2
I, =1lcy +Md

De manera analoga se tiene que ““el momento de inercia respecto a un plano (punto) es igual al
momento de inercia respecto a un plano (punto) que pasa por el centro de masas, més el producto de la
masa por el cuadrado de la distancia que separa dichos planos (puntos)”.

¢) Productos de inercia:

Dado un sistema de n puntos materiales, se denominan productos de inercia respecto a los ejes
X, Yy Z alos productos:

n n n
IYZ:zmiini; |zx=zmixizi§ IXY:zmixiyi
i-1 i-1 i-1

Lagicamente, ly; =1,y ;1yz =1z lxy =lyx- Y en el caso de cuerpos continuos se

transforman en:
IYZ=J.Yde; | 2x ZJ.Xde§ IXY:J.dem

Los productos de inercia pueden ser positivos, negativos o nulos seguln los signos y valores de
las coordenadas x, y y z.

d) Calculo del momento de inercia respecto de una recta cualquiera:
Para calcular el momento de inercia de un solido respecto de una recta cualquiera primero se

calcula el momento de inercia respecto de una recta paralela a la recta dada y que pase por el origen O del
sistema de referencia del s6lido. Dicho momento de inercia se calcula mediante la expresion:

n
lo =Z:mi[(cos2 a+c0s? ff+c0s? y|xZ +y? +zi2)—(cosaxi +00s Ay, +cosyzi)2]
i1

siendo (cos A3, cos &, cos y) las componentes de un vector unitario U a lo largo de la direccion de la recta

que pasa por el origen. Si desarrollamos los productos que aparecen en dicha expresion podemos
escribirla en funcion de los momentos y productos de inercia de la siguiente manera:

lo =cos? aly +cos? fly +cos® A, —2(cosa cos fl yy +COSa CoS Ay, +C0S oS Ay, )
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Y esta expresion puede escribirse en forma matricial de la siguiente manera:

Iy —lyw —lxz|COSx
Ioz[cosa cos S cosy|—lyy Iy, -1 ||cosp
-y, -1y I, |l cosy

Calculado el momento de inercia |, segun esta expresion el momento de inercia respecto a la

recta original paralela a la que pasa por el origen del sistema de referencia se calcula utilizando el
Teorema de Steiner.

Esta expresion nos demuestra que dado un solido rigido y un sistema de referencia el momento
de inercia respecto de una recta cualquiera queda determinado conociendo los momentos de inercia
respecto de los ejes del sistema de referencia 14,1y, 1, y los productos de inercia lyy,lyz,1xz. Se
demuestra que las componentes de la matriz que aparece en dicha expresion se transforman segin la
expresion ya vista T'=R-T-R", por tanto constituye la representacién matricial de un tensor de orden
dos, el tensor de inercia:

IX _IXY _IXZ

"'": —Iyy ly —-lyz
—lIxz -y I

A cada punto del sélido se le asocia un tensor de inercia cuyas componentes dependen de la
distribucion de masa del sélido. Por tratarse de un tensor simétrico, en cada punto del sélido existe un
sistema de referencia de tres ejes perpendiculares entre si, los ejes principales de inercia, en los que la
matriz que representa el tensor es diagonal. Los elementos de la diagonal principal constituyen los
momentos de inercia respecto de los ejes principales y su valor es real.

Los invariantes del tensor de inercia escritos en un sistema de referencia de ejes principales
guedarian de la siguiente manera:

I3 =43 =1y 1y 1y

Por ejemplo, el primer invariante indica que la suma de los momentos de inercia respecto a los
ejes de un sistema de referencia cualquiera es una constate.

Si el solido presenta una distribucion simétrica de masa respecto de un plano, la direccién
perpendicular a dicho plano de simetria es direccion principal de inercia:
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Si el solido presenta simetria de revolucion respecto de un eje, dicho eje y otros dos ejes
perpendiculares cualesquiera constituyen un sistema de referencia principal:

2.2. Clasificacion de las fuerzas

La Mecénica es la rama de la Fisica que trata de la respuesta de los cuerpos a las acciones de las
fuerzas. Por conveniencia es estudio de la Mecanica se divide en tres partes: Mecanica de cuerpos rigidos,
Mecénica de cuerpos deformables y Mecanica de fluidos. Dentro de la rama de la Mecénica de cuerpos
deformables se encuentran disciplinas como Estatica, Elasticidad, Resistencia de Materiales... que
estudian las acciones que las fuerzas ejercen sobre los solidos, asi como el comportamiento de los
materiales ante ellas, con objeto de poder disefiar sistemas mecanicos que funcionen correctamente.

La fuerza se puede definir diciendo que es la accién de un cuerpo sobre otro. Como un cuerpo no
puede ejercer una fuerza sobre otro a menos que éste oponga resistencia, una fuerza nunca existira sola.

Las fuerzas siempre se produce por parejas y la reaccién es siempre igual y opuesta a la accién;
es decir, las acciones que se ejercen dos cuerpos, uno sobre otro, son siempre iguales y directamente
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opuestas (tercera ley de la Mecanica). Si la interaccion tiene lugar estando los cuerpos en contacto se
habla de fuerzas de contacto o de superficie, si la interaccion tiene lugar estando los cuerpos fisicamente
separados se habla de fuerzas de accién a distancia. Ambos tipo de fuerzas aparecen en el estudio de la
mecénica del solido.

Se ha definido la fuerza diciendo que es la accion de un cuerpo fisico sobre otro. Esta fuerza
puede tener sobre el cuerpo dos efectos: 1) uno exterior que es la tendencia a cambiar su movimiento o0 a
desarrollar fuerzas resistentes (reacciones) en el cuerpo y 2) un efecto interior, que es la tendencia a
deformarlo.

En muchos problemas, el efecto exterior es importante y el interior no. Por ejemplo, para un
solido rigido, las fuerzas aplicadas no se transmitirian hacia el interior del sélido, la parte interior del
solido no notaria la fuerza debida a las fuerzas aplicadas sobre su superficie y no se produciria una
deformacion del sélido. Simplemente apareceria en la superficie del sélido una fuerza de reaccién que se
opondria a la fuerza externa aplicada. Cuando tratamos con un solido real, las fuerzas aplicadas se
transmiten a todo el sélido y se producen deformaciones en todo el mismo. Ademas de las fuerzas de
reaccion que ya aparecerian en el caso del solido rigido, ahora aparecen fuerzas internas en todo su
volumen. Es decir, hay una interaccion entre la materia que se encuentra a un lado y a otro de cualquier
superficie imaginaria que podamos imaginar dentro del solido.

En este sentido, una primera distincién que tiene gran importancia, es la de fuerzas externas y
fuerzas internas. Se dice que un sélido estd sometido a la accion de una fuerza externa si dicha fuerza es
ejercida por otro solido diferente. Si una parte del sélido estd sometida a una fuerza que es ejercida por
otro parte de él, se dice que la fuerza es interna.

¢Cémo calcular las fuerzas internas?

Consideremos un cuerpo que estad en equilibrio sometido a un sistema de fuerzas externas
cualesquiera que comprende también las reacciones de los enlaces externos. Las fuerzas internas que
existen dentro del cuerpo se ponen de manifiesto si imaginamos el cuerpo cortado en dos partes, por
ejemplo, por la seccion A. Esta forma de obtener las fuerzas internas se llama método de las secciones.

Las dos partes del cuerpo no se encuentran en equilibrio después del corte, a menos que se
restablezcan las acciones mecanicas que cada parte del cuerpo ejercia sobre la otra parte. Estas acciones
son las fuerzas elementales que las particulas de un lado de la seccion transversal A ejercen sobre las
particulas del otro lado. El conjunto de fuerzas elementales que actan en cada seccién constituye el
sistema de fuerzas internas de dicha seccion, sistema de fuerzas que es diferente para las distintas
secciones transversales del cuerpo.

La distribucion de fuerzas internas sobre las secciones transversales derecha e izquierda A,y
A serd tal que las dos partes en que la seccion transversal A divide el cuerpo estardn en equilibrio

separadamente. Esta condicion puede expresarse matematicamente mediante las ecuaciones:

(Fe)i +(Fi)a, =0
(Fe)g +(Fi)p =0
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il

F,

Segun la tercera ley de la Mecénica la parte derecha del cuerpo actda sobre la parte izquierda
aplicando en cada punto de la seccion fuerzas internas iguales y opuestas a las que aplica la parte
izquierda sobre la parte derecha, esto es:

(Fi)Ad :_(Fi)Ai

Las fuerzas también se pueden clasificar atendiendo a la zona sobre la cual actlian. Cuando una
fuerza actlia sobre un elemento de volumen o de superficie que es pequefio en relacion con las
dimensiones del cuerpo se le considera una fuerza concentrada. Por el contrario si las fuerzas estan
repartidas a lo largo de una longitud o sobre una superficie del cuerpo se dice que es una fuerza
distribuida. La distribucién puede ser uniforme o no.

Como ejemplo de fuerza distribuida podemaos citar el peso del piso, de grosor uniforme de un
puente de hormigén. Sin embargo, la fuerza que aplica la rueda de un coche a los miembros
longitudinales del puente puede considerarse que es una carga concentrada.

Piso de hormigén

F)
Carga distribuida uniformemente Cargas
concentradas

IEEEEEERERN

5 ¥

Otro ejemplo de fuerzas distribuidas son las fuerzas gravitatorias o las fuerzas que ejercen los
liquidos sobre las paredes que los contienen y las tierras sobre los muros de sostenimiento. Cuando se
estudia el equilibrio del sélido, se puede sustituir este sistema de fuerzas por un sistema formado por una
Unica fuerza, que es, la resultante del sistema.

2.3. Estatica del solido rigido

La Estatica es la parte de la Fisica que estudia “el equilibrio” de un sistema de cuerpos. Un
sistema de cuerpos se halla en equilibrio cuando su estado no se modifica con el tiempo, es decir, cuando
no se deforma y permanece en reposo o0 en movimiento con velocidad constante. Las condiciones de
equilibrio se expresan de la siguiente manera:
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a) Punto material

Un cuerpo de dimensiones despreciables se dice corrientemente que es un punto. En Mecénica,
cuerpos grandes o pequefios pueden ser considerados como puntos cuando su tamafio y forma no tengan
efecto alguno sobre la respuesta del cuerpo a un sistema de fuerzas. En tales condiciones, la masa del
cuerpo se puede suponer concentrada en un punto. Por ejemplo, la Tierra puede considerarse punto
material en los estudios de su movimiento orbital, ya que el tamafio de la Tierra es insignificante frente al
tamafio de su orbita y la forma de la Tierra no influye en la descripcion de su posicidn ni en la accion de
las fuerzas a ella aplicadas.

Como en un cuerpo que se considera punto material se supone que la masa esta concentrada en
un punto y que puede prescindirse de su forma y tamafio, dicho cuerpo podra estar sometido solamente a
un sistema de fuerzas concurrentes. Asi pues, serd condicidn necesaria para el equilibrio de un punto:

M=

T
I
o

Il
LN

b) Sélido

La condicion necesaria y suficiente para que un sélido, sobre el que actlia un sistema de fuerzas,
se encuentre en equilibrio es que se cumplan simultaneamente las dos condiciones:

Mi :0

M=
it
Il
o
Ms

I
.

i=1

igualdades vectoriales que son equivalente a las seis igualdades escalares siguientes:

n n n
ZFIX_O _leiy_O ZFIZ_O
i= i= i=
n n n
YM; =0 Y My, =0 M, =0

Las tres primeras ecuaciones ponen de manifiesto las condiciones necesarias para que el cuerpo
no se desplace con aceleracién a lo largo de los ejes coordenados (equilibrio de traslacion) y las tres
siguientes para que no gire alrededor de dichos ejes (equilibrio de rotacién). Las fuerzas y momentos que
se ejercen sobre un cuerpo pueden ser exteriores o interiores.

Las acciones de las conexiones y apoyos del sélido son tenidas en cuenta mediante las fuerzas de
reaccidn o reacciones vinculares, esto es, son sustituidos por fuerzas en sentidos contrarios a los
movimientos que impiden.

Los tipos de enlaces o ligaduras habituales en un sistema plano son los siguientes:
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Cable: si unimos un solido a un cable, este tira del sélido con una fuerza determinada en la
direccion del propio cable.

R

Apoyo movil o apoyo simple: impide la traslacion en la direccién normal a la de
desplazamiento del apoyo mdvil. Un apoyo simple aplica sobre el sélido una fuerza
perpendicular al plano sobre el que se apoya.

R

Apoyo fijo o articulacion: ejerce dos coacciones sobre el cuerpo al impedirle sus dos
posibles traslaciones, permitiéndole Unicamente girar alrededor del punto en el que esta
aplicada. Para impedir las traslaciones segin dos ejes X, Y la articulacion aplica una
reaccioén consistente en dos componentes en las direcciones en las que se impide la
traslacion.

Empotramiento o nudo rigido: el empotramiento ejerce tres coacciones sobre una viga
impidiendo la dos traslaciones y el giro, es decir, todo posible movimiento. El
empotramiento aplica sobre la viga una reaccién consistente en dos componentes en la
direccion en las que no es posible el movimiento de traslacion y un momento, el de
empotramiento, normal a dicho plano.

10
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L’J

Cuando se trata de un sdlido rigido para que se encuentre en equilibrio es necesario y suficiente
que se verifiquen las ecuaciones anteriores que son las condiciones generales del equilibrio estatico. Sin
embargo, en un sélido elastico o deformable estas condiciones son necesarias pero no suficientes ya que
si suponemos realizado en el sélido un corte ideal y prescindimos de una de las partes es necesario que el
sistema de fuerzas interiores en los puntos de la seccion ideal sea equivalente al sistema de fuerzas que
actian sobre la parte eliminada. Llegamos asi al concepto de equilibrio elastico que exige que se
verifiquen en un sélido elastico no sélo las condiciones de equilibrio estatico, sino también que exista
equilibrio entre las fuerzas exteriores y las internas en cada una de las infinitas secciones.

Como esto debe suceder en las infinitas secciones del soélido y siendo imposible el estudio de

todas ellas, lo que se hace es estudiar solamente las secciones que deben soportar un mayor esfuerzo, y
I6gicamente si éstas resisen es de suponer que las sometidas a esfuerzos menores también lo hagan.
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