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B OBJETIVOS |

1°. Obtener y aplicar la expresion que proporciona el error de
interpolacion en el proceso de interpolacion polnomica de
Lagrange.

2°. Obtener cotas del error de interpolacion de Lagrange
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Teorema de expresion del error

NOTACION.

Soporte: {x,, X;, ..., X} formado por (n+1) puntos
distintos de (a, b)

Funcion que se interpola: f(x)

Valores de la funcion en el soporte: {f,, fi, ..., .}
Polinomio_interpolador de Lagrange: p,(x)

TEOREMA

Si feC"™"((a,b)) entonces :
Vx* € (a,b) 3FE*=g(x*) / E(x*) =f(x*)-p,(x*)=

_FUNE) e
= ety 116 -%)
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‘ Teorema de expresion del error: Demostracion I

a) Six* e {Xq, Xy, ---, X} €l teorema es evidente.
b) Si x* &{Xq, X1, -0y X}
Sea: F:x—>f(x)—pn(x)—f()n( )Py (X )'H(X_Xi)

H(X * _Xi) =0

Se verifica que: -
F(x;)=0 (i=0,..n)
>~ — F(x) tiene al menos (n+2) raices

F(x*) =0 )

distintas en (a, b)
F e C"™((a,b)) _
RECORDATORIO: Teorema de Rolle

Si g(x) es una funcion de clase C!(a, b)
y g(a) = g(b), entonces existe ye (a, b) tal 7

que g'(y) = O
o Y B
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‘ Teorema de expresion del error: Demostracion I

a) Six* e {Xq, Xy, ---, X} €l teorema es evidente.
b) Si x* &{Xq, X1, -0y X}

Sea: F:x—>f(x)—pn(x)—f()n(*)_p”(x*)'ﬁ(x—xi)

H(X * _Xi) =0

Se verifica que:
F(x;)=0 (i=0,..n)
F(x*) =0 —— F(x) tiene al menos (n+2) raices
distintas en (a, b)

FeC™((a.b)) ~
Fn*i(x) tiene al menos 1raiz £* e(a,b)

(E(Ki@w

n+1 n+1 f(X*) p (X*

0=F' * f( * * _
RO (E9) = £ (&) o 11

(X * =X
li:o[ c.a.d.
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‘ Algunas acotaciones del error I

* K — * * f(n+1 g*) *
Vx* e (a,b) FE*=E(x*) | E(x*) = (1) H(x -X.)
W-zzeﬁ‘”**“‘
vx e (a,b) 1 |E(x) < 0 +1)| |

|

vx e (a,b) 1 [E(x) <

Su
(n+1)! xe(aE)

lh:|b—m
vx e (a,b) : [E(x)|<

H(xx)

_ h (n+1) O(h n+1)

n+1)!
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‘ Ejemplo 1° (1/11) I

EJEMPLO 1 de error de interpolacion de Lagrange

Seala funcion f:x — 2.x.e”***? definida en [0.2, 1]
a) Calcular y representar graficamente los polinomios de
base de Lagrange asociados al soporte {0.2, 1.0}

b) Hallar el polinomio p(x) que interpola f(x) en el sentido
de Lagrange sobre el soporte {0.2, 1}

c) Obtener la expresion del error de interpolacion

d) Hallar una cota de error vadlida en todo (0.2, 1)
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\ Ejemplo 1° (2/11) |

Solucion del apartado a): Polinomios de base de Lagrange

Xx—% 1-x Ll(x)—x_XO x—0.2

LO(X? " x,-%, 0.8 ) - 0.8
@~ o
XO X1

(NOTA: Se puede comprobar que Ly(x) + L,(x) = 1)
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\ ' Ejemplo 1° (3/11) |

Solucion del apartado b) Polinomio interpolador de Lagrange
p,(x) = f(xo)-Lo(x) + f(x1)-L1(x) =
= (0.4).e?".

1-x L2t x—0.2
0.8 0.8

p;(x) ~ —0.02420815088 x +0.02916565523

x 2 03 o4 05 08 07 08 09 .x
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‘ ) Ejemplo 1° (4/11) I

Solucion del apartado c): Expresion del error

f“‘”’(e‘) (x x)

Aplicamos la expresién: £(x) = f(x) — p(x) =

1)|
Como el nimero de puntos es n+1 = 2 se deriva DOS veces f(x)
f'(x) =(2- 8-x)-e‘(4"‘+2) f'(x) = (-16 + 32-x)-e‘(4"‘+2)
f"(f )
£(x) = f(x) - p(x) = il (x x;) =
-16 + 32.5,).e 52
e(x) = f(x) — p(x) = ( i 25!") € (x-0.2)(x-1)
_ —(4£,+2)
f(x) = F0) - p(x) = TOTIEIE (w1 2x 1 0.2)
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[ Ejemplo 1° (5/11) |

Solucion del apartado d): Cota de error
(x - ;)

max | f"(x) |

B _ xe[0.2,1]
| e(x) =] £(x) - p(x) |< 31 020

1
j=0
Hallemos, en primer lugar max | f"(x) |
Llamamos: 9g(x) = f"(x)

Dado que la funcion g(x) es continua en [0.2, 1], su mayor
valor absoluto en [0, 2] serd el mayor de los siguientes:

Valor de |g(x)| en las abscisas de [0.2, 1] para las
que g'(x) = 0.

Valor de |g(0.2)|

Valor de |g(1)].
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Ejemplo 1 °(6/11) I

Valor de |g(x)| en las abscisas para las que g'(x) = O.
g(x) = (-16 + 32.x).e **? = g'(x) = (96 — 128.x).e “**?

g'(x*) = 0 © (96 — 128 x*).e "D _ 0 o x* = % _ 0.75
de donde: |g(0.75) ~ 0.0539 (1)
Valor de g(x) en los extremos del intervalo [ 0.2, 1 ].

g(0.2) ~ |-0.5838| = 0.5838 (2)
g(1)| ~2 |0.0397| = 0.0397 3)

El mayor valor absoluto de entre (1), (2) y (3) es: 0.5838
(obtenido para x = 0.2)
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\ Ejemplo 1° (7/11) |

Grafico en [0.2, 1] de la funcion g(x) = f"(x)

. Valor maximo de [ g(x)/
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\ Ejemplo 1° (8/11) |

Buscamos ahora  max (x - 0.2)(x - 1)

Llamamos q(x)=(x - 0.2)(x - 1) = x2 - 1.2x + 0.2

q(x) es un polinomio de segundo grado que se anula en los
puntos 0.2 y 1, luego, necesariamente, tendra algin
extremo en el intervalo [ 0.2, 1].

X xl

XO 202 04 05 06 07 08 09

0027
0,047
0,06
-0.08]

-0.17
20,12
0149
0,16
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e Ejemplo 1° (9/11) |

El maximo de | q(x) | se alcanzara en los puntos que se
obtienen resolviendo la ecuacion q'(x) = O:

g(x) =0=2x-1.2

de donde se obtiene x = 0.6 como abscisa en la que se
encuentra el maximo de q(x)

resultando: q(0.6) = -0.16 > || q(0.6) | = 0.16
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\ Ejemplo 1° (10/11) |

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, UNA
cota de error vendra dada por:

0.5838
2

| e(x) |=| £f(x) - p(x) |<

.(0.16) = 0.046704
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T Ejemplo 1° (11/11) |

0.00254

La cota del error obtenida es ...
una cota “teorica”. Si se
representa el valor absoluto
del error exacto (e.p. hacerlo):
le(x) | = | f(x) - p(x)

se obtiene la siguiente figura: ..

0.001 1

El error maximo real que se comete es del orden de
0.0026, mucho menor que la cota teorica (0.046702). A
menudo, las cotas a las que conduce el teorema de
acotacion del error son “conservadoras”.
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Ejemplo 2° (1/11)

Sea la funcion f(x) =sen(b.x+2) x e 0,%
a) Calcular y representar grdficamente los polinomios de

base de Lagrange asociados al soporte

X —Ox—lx—i}
° - T 207 10

b) Hallar el polinomio p(x) que interpola f(x) en el sentido
de Lagrange sobre el soporte de apartado anterior

c) Obtener la expresion del error de interpolacion

d) Hallar una cota de error vdlida Vx e [O, %}
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\ Ejemplo 2° (2/11) |

Solucion del apartado a): Polinomios de base de Lagrange
)
(x-x)x-x) _ (X~ %20, (x § o)
_ _ B )

- —Zoo.x2—£x+1
T

Lo(x) =

08 - 2
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| Ejemplo 2° (3/11) |

Polinomios de base de Lagrange (2)
R L 0)(x - 710)

(- x°)(’l<1 (720 -9) (%20 - %10) _
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s Ejemplo 2° (4/11) |

Polinomios de base de Lagrange (3)
IQ(X) _ (X—XO)(X—XI) . (X—O)(X—%O)

(% = %)%, = %) (%o B O) (%O - %0)

"].l llllllllllllllllllllllllllllllllllllllll .
.51 ; 200 2 10

: = > X —— X
06 : T T
041
02

e

2 025 03
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| E [emg/o 2° (5/11) I
Solucion del apartado olinomio interpolador de Lagrange

p.(x) = f(xo)-l—o(x) + f(x1)-L1(x) + f(xz)-Lz(x) =
= sen (5.(0) + 2)(2:20 x2 -39 ., 1) +

T
(52 ) (-400 , 40 j
+sen| ——+ 2. >—.X" + —.X
20 )\ 7z T
(52 ) (200 , 10 )
+sen| —+2|.| —5 X" - —.X
10 )\ 7T
Operando:

p,(x) ~ —4.12937x* — 2.91850x + 0.90930
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e Ejemplo 2° (6/11) |

Representacion grafica de la funcion y de su polinomio interpolador

081
067
0.41

0.21

021

041
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e Ejemplo 2° (7/11) |

Solucion del apartado c): Expresion del error

Aplicamos la expresion general del error de interpolacion:

£(x) = F(x) - p(x) = TG )H(x x,)

donde aparece la derivada Ter'cer'a de f(x) por tener el
soporte de interpolacion 3 puntos.

f(x) = sen(5.x + 2)@
f'(x) = 5.cos(bx + 2)@

f"(x) = —25.sen(bx + 2)@

f"(x) = —125. cos(5x + 2)
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()
| Ejemplo 2° (8/11) |

La expresion del error serd, entonces:

—-125. cos(5c, + 2) x( T )( r )

£(x) = F(x) - p(x) =

3!

donde c, es algin punto del intervalo (O, ©/10) dependiente

WwW__n

de la abscisa "x
Operando, resulta:

~-125.cos(5¢c, + 2) (x3 37 , x° x)

e(x) = f(x) - p(x) = 5
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Ejemplo 2° (9/11)

Solucion del apartado d): Cota de error
max | f"(x) |

¥ -

xe[0,.~] 7T 7
x) |=l f(x) - p(x) < —20 max |x° — = —x® + x| =
| 2(x) |=l £(x) - p(x) | 3] 0.5 20 200
125
= —=| max | cos(5-x + 2) || max |x°
6 xe[o,%] xe[O,%]

X=0 —— =50+2=

X =110 —— Qg = 5-(n/10) + 2 = 2+7/2

Luego: |max | cos(5-x +2) |=1
XG[O,%]
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\ Ejemplo 2° (10/11) |

2
\8 (X)\<12—5 max | cos(5:X+2) | max X —S—nx " _x=
xe[0,— XeO 200
(0251 (021
125 s 3m . w [] 125
= ——Imax [x°’ ———=Xx*+—X e
6 heot| 20 200 5 0001492
3T T’ 3 n’
X)=X>—— X +——X - X)=3:X>———X+
q(x) 20 200 % 10 © 200
q '(X*) — ) Xr= — (1 % 0.066385
\/_ 0.247769

q(0.066385) = - 0.001492 q(0.257769) = 0.001492
q(0.) = q(n/20) = q(x/10) =
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max _|q(x) = 0.001492
"E[O'%o]‘ ‘
En resumen UNA cota de error es:
\s(x)\ < EO 001492 ~ 0.031084

La funcion valor absoluto del oo
error de interpolacion e
le(x) | = | f(x) - p(x)I,
tiene el siguiente grafo:

0" "go5 01 015 02 025 03
®
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